Corso di Informatica Generale (C. L. Econamnia eCommercio) — Ing. Valerio Lacagrina
Fondamenti di calcolo booleano

Breveintroduzione storica

Nel 1854 il prof. Boole pubblicaun trattato ormal famosissmo: “Le legg del pensiero”.

Obiettivo finale del trattato e di far nascere la matematica dell’ intelletto umano, un’algebra in grado
di interpretare le proposizioni logiche fondamentali. Egli affermava dhe “1l cdcolo logico deve avere
un posto frale forme d'analis matematica ormai generamente riconosciute”. La logicain sostanza,
secndo Boole, doveva essere vista @me un cgoitolo della matematica

Il lavoro di Boole fu dmenticato per quas 100 anni. Solo nel 1950 quando nasce il cdcolatore
elettronico, I'agebra di Boole diventa lo strumento principale per la progettazone del suoi circuiti, i
cosiddetti circuiti logici.

Variabili binarie elinguaggo naturale

Oggetto fondamentale dell’ algebra di Boole sono le variahbili binarie, osda variabili che possono
asaumere soltanto due valori digtinti: 1 e 0. Per non generare mnfusione on i valori matematici € piu
esatto parlare di VERO e FALSO. Che msa euna variabile?

S immagini una scaola dla quale atribuiamo il nome Pippo. Tale nome serve al individuare la
scaolama e ompletamente distinto dal suo contenuto. Supponiamo che ébbiamo a disposizione due
foglietti di carta: uno su cui e scritto Sl e I'atro su cui e scritto NO. Possamo introdurre dentro la
scaola solo uno del due foglietti ala volta. || nome Pippo associato ala variabile rimane sempre
guello, per tutta la storia della variabile, mentre il suo contenuto puo variare: in qualche momento
pud esere Sl ed in qualche dtro pud essere NO. All’interno del cdcolatore e diaro che queste
variabili utilizzeranno un solo hit: il valore 1 indica VERO o SI, mentre il valore O rappresenta
FALSO o NO.

Punto di partenza di Boole € la stretta arrelazone e pud stabilirs fra una ceta famiglia di
proposizioni del linguaggio naturale ele variabili binarie. Vi sono proposizioni che hanno il valore di
unadichiarazione: ad esempio “sta piovendo” oppure “fa cddo”. Per ess s pud dire se sono vere o
fase. Tali proposizioni, se vengono combinate insieme, definiscono una frase il cui risultato dipende
dallaloro combinazone. Allo stes modo vi sono variahili che indicheremo come indipendenti, con
dei nomi stabiliti, che definiscono attraverso le operazoni fondamentali se un variabile che
chiamiamo dipendente e vera o no. Per convenzione il contenuto di una scatola doe il valore di una
variabile éuguale al (cioé Sl) se quella proposizione évera mentre il contenuto della stessa scatola
e uguale aNO o a0 se quella proposizione efalsa.

Ad esempio, immaginiamo una scatola a i diamo il nome P in cui se inseriamo un higlietto su cui €
scritto 1 cid vuol dire per convenzione de in quel momento piove, ossa P=1 vuol dire de sta
piovendo, mentre P=0 vuol dire che non sta piovendo.

Operazioni fondamentali
Sulle variabili binarie s posno introdurre tre operazioni fondamentali: prodotto logico, somma
logica enegazone.

Prodato logico (AND)

Supponiamo che le variabili indipendenti P e S indichino rispettivamente le proposizioni
“Sta piovendo” e “Ho tanti soldi”, e de la variabile dipendente T rappresenti la proposizione
“Prendo il taxi”. Posono accalere i seguenti casi:

“non piove”, “non ho tanti soldi” allora*non prendo il taxi”

“non piove”, “ho tanti soldi” allora“non prendo il taxi”

“piove”, “non ho tanti soldi” allora“non prendo il taxi”
“piove”, “ho tanti soldi” allora“prendo il taxi”
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Dunqgue prendoil taxi solo se piove el ho tanti soldi.

Allora I'operazone prodotto logico, 0 AND o “x”, interpreta il significato di quella operazone
logicadetta congunzione e dhe usualmente viene indicaa @n “e” oppure “e inoltre”. Come s vede
I’”AND & un’operazone binaria, ossa necessta di due variabili. E possbile visuaizzae tale
operazone tramite quella de viene diiamata tabella d verita, osga una tabella de riassume per
ogni combinazone delle variabili i ndipendenti il valore asunto da quella dipendente.

Variabile A VariabileB Prodotto logico (A x B)
0

PP, OO
= OOOoO

1
0
1

Come s vede la tabella mostra tutte le posshbili combinazoni delle due variabili binarie eil relativo
risultato (A x B), detto prodotto logico delle due variabili. 1l termine prodotto proviene dal
comportamento dell’ operazone logica de aaume 1 solo nel caso in cui tutte e due le variabili
asaumono vaore VERO.

Sanna logica (OR)
Supponiamo che P = “Sta piovendo”, F = “Fafreddo”, | = “Metto I'impermeabile”.
Lavariabile dipendente | € legata dle due variabili P e F esattamente in questo modo:

“non piove”, “non fafreddo” allora“non metto I'impermeabile”
“non piove”, “fafreddo” allora“metto I'impermeabile”
“piove”, “non fafreddo” allora“metto I'impermeabile”
“piove”, “fafreddo” allora“metto I'impermeabile”

Quindi metto I’ impermeabil e quando fa freddo, quando piove o quando piove efafreddo.

In sostanza |’operazone somma logica, 0 OR o “+” ha il dgnificao che i logici chiamano di
disgiunzione e dhe nel linguaggio ordinario rappresentiamo con la ongiunzione oppue. Anche I’OR
e un’operazone binaria. Latabelladi verita &

Variabile A Variabile B Prodotto logico (A + B)
0 0 0

0 1 1
1 0 1
1 1 1

La quarta riga prova gpunto che i simboli 0 ed 1, in questo caso, non sono dei valori numerici (ci
aspetteremmo in unasomma 1l + 1 = 10 ossa 0 guardando il bit meno significativo).

Complementazione o negazione

Il significato logico dell’ operazone di complementazone booleana equello di dire che se la variabile
indipendente e0 la variabile dipendente €1 e viceversa.

In termini di proposizioni: se la proposizione a&%ciata aF e “fa cddo” e la proposizione as%ciata a
C e“fafreddo”, alorapud accalere:

“Non fa cddo” allora “fafreddo”
“fa cado” allora“non fafreddo”.
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Il NOT €& un’operazone unaria, osda viene gplicaa a una sola variabile edi solito viene indicaa
con unalinedta sopra la variabile.

Variabile A Negazione (A)
0 1
1 0

Lavorando su variabili binarie cmplementare vuol dire canbiarel in O e viceversa.

Rappresentazione drcuitale delle operazioni logiche
E possbile rappresentare le operazoni logiche mediante i circuiti elettrici. In un circuito elettrico |l

simbolo — rappresenta un generatore di tensione (come a esempio la pila) e il simbolo

o ™o rappresentaun interruttore.
Supponiamo di avere un circuito con due interruttori collegati in serie:

A=0  B=0 A=1  B=1

AxB=0 AxB=1
AL

€1 b 1 %

O O 0 O

o=

E evidente dhe per accandere lalampadina tutti e due gli interruttori devono essre diusi. Basta de
uno dei due interruttori Sia gerto (o entrambe) che la lampadina rimane spenta. Dando
al’interruttore gerto valore 0 e a quello chiuso vaore 1 e evidente che la serie rappresenta

I’ operatore AND.
Supponiamo adess di avere un circuito con due interruttori collegati in parallelo:

A=0 A=1
e "

A+B=0 A+B=1
o\o— —o\o— :}iﬁf{

_ B=0 ( Q ppe—— B=0 ( II—?Q
AT

a1l

In questo caso basta die uno dei due interruttori sia chiuso per accendere lalampadina. La lampadina
sara spenta solo nel caso in cui tutti e due gli interruttori sono aperti. |l paralelo quindi rappresenta
I’ operatore OR.

Per rappresentare il NOT utilizzamo due drcuiti. Supponiamo di avere un interruttore
elettromagnetico ossa una bohina che ajisce su un interruttore: quando I'interruttore A e gerto
(A = 0) nella bobina non circola mrrente el’interruttore nel secndo circuito rimane diuso; quando
pass la @rrente (interruttore A = 1) nella bobina drcola @rrente de fa gorire I'interruttore nel
seoondo circuito. Intal modo se A =0, NOT A =1 eviceversa

Fondamenti di calcolo bodeano 35



Corso di Informatica Generale (C. L. Econamnia eCommercio) — Ing. Valerio Lacagrina
Fondamenti di calcolo booleano

A=1 A=0
W

T8 5% T &

@

Esempio di calcolo logico
Si considerino le seguenti 4 variabili i ndipendenti:

LUIAMALEI, LEIAMALUI, LUISOLDI, LEISOLDI

che posgamo pensare materializzae @n 4 scaole de hanno i nomi indicdi. | contenuti delle 4
scaole in un certo istante mi indicano la situazone globale delle variabili i ndipendenti. V ogliamo
arrivare da determinazone della variabile dipendente: SISFOSANO.

Perché s sposino € necessrio che entrambe s amino e che dmeno uno dei 2 abhia i soldi (per il
matrimonio). In termini algebrici possamo scrivere:

SISFOSANO = LUIAMALEI x LEIAMALUI x (LUISOLDI + LEISOLDI)

primafaremo il prodotto LUIAMALEI x LEIAMALUI seando le regole definite, poi effettuiamo
lasommalogicaLUISOLDI + LEISOLDI e ne moltiplichiamo il risultato a precedente valore.

Si puo verificare fadlmente e la variabile dipendente SISFOSANO assumera valore 1 solo nel caso
incui LUIAMALEI =1, LEIAMALUI =1e LUISOLDI + LEISOLDI =1.

Volendo posdamo redizzare la tabella di verita per la funzione descritta:

LUIAMALEI LEIAMALUI LUISOLDI LEISOLDI SISPOSANO

PRPRPRPRRPPRPPRPPRPO0OO0OO0OO0OO0O0OO
PRPRPPRPOOOORRRLRRLROOOO
PRPOORRPROORRFROORRLROO
PORORORORORORORO
PRPRPOO0OO0OO0O00DD0D0ODO0OO0OO0O0O
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Proprieta delle operazioni logiche
Le operazoni logiche fondamentali viste hanno certe proprieta, vediamo le pit importanti di es<.

1) Assciativita della somma logica
(A+B)+C=A+(B+C)

Per la dimostrazone ésufficiente astruire una tabellina avente tutte le ombinazoni di valori delle 3
variabili i ndipendenti A, B e C, quindi (A+B), (B+C) einfine (A+B)+C e A+(B+C):

A B C (A+B) (B+C) (A+B)+C A+(B+C)
0O 0 O 0 0 0 0
0O 0 1 0 1 1 1
0O 1 O 1 1 1 1
0O 1 1 1 1 1 1
1 0 O 1 0 1 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

Regda generale: la somma logica di n variabili assume il valore O solo se tutte le variabili hanno
valore 0 ed assume valore 1 in tutti gli altri casi.

2) Asociativita del prodato logico

(AxB)xC=Ax(BxC)

A B C (AxB) (BxC) (AxB)xC Ax(BxC)
0 0 O 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 0 O 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
1 1 O 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1

Regoda generale: il prodotto logico di n variabili assume il valore 1 solo se tutte le variabili hanno
valore 1 ed assume valore O in tutti gli altri casi.

3) Doppa negazione

(A)=A

Se onsidero la variabile A e la complemento e poi complemento il risultato trovo ancora il valore
dellavariabile A.
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4) Distributivita del prodato rispetto la somma
AxB+C)=(AxB)+(AxC)

(Si lasciala dimostrazone cme esercizio)

5) Distributivita della somma rispetto il prodato
A+BxC)=(A+B)x(A+C)

(Si lasciala dimostrazone cme esercizio)

6) Assorbimento

A+A=A
AxA=A

La dimostrazone e &bastanzafadle: se A=0 allora0+0=0,seA=1dloral+ 1 =1 ed andoga
dimostrazone nel caso del prodotto.

7) Leggi di De Morgan

A+B =AxB

AxB =A+B

(Si lasciala dimostrazone come esercizio)

Lalegge di De Morgan puo essere estesa. Sein un’ espressone booleana sostituisco:
1. ogni variabile V con il suo complemento Vo

2. ogni occorrenzadel simbolo + con il smbolo x

3. ogni occorrenzadel simbolo x con il smbolo +

trovo il complemento dell’ espresgone data (tutte le volte de I'espressone data asume valore 1
I'espressone nuova assume il valore O e viceversa).

Esempio
SISFOSANO = LUIAMALEI x LEIAMALUI x (LUIHASOLDI + LEIHASOLDI)

applichiamo le regole indicae:

NONSISROSANO = SISROSANO = LUIAMALEI + LEIAMALUI + (LUIHASOLDI

x LEIHASOLDI)

dunque basta dhe lui non ami lei o che lei non ami lui oppure lui non ha soldi e inoltre lei non ha soldi
ed alloranon s sposano.
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Funzioni bodeane etabelle di verita

Fino a ales abbiamo visto acune funzioni booleane dementari. La generica funzione booleana €
un’estensione del concetto di funzione ordinaria @n la sola differenza e le variabili in gioco
prendono i loro valori in un inseme ostituito dai due soli elementi “0” e “1”.

Definizione di tipo operativo:
Una funzione booleana di n variabili spedfica per ogni combinazone dei valori delle n variabili
indipendenti, il valore della variabil e dipendente.

Ad esempio nelle due tabelle di seguito sono definite due differenti funzioni booleane.

A B C VALORE DELLA FUNZIONE U,
0 0 O 0
0O 0 1 1
0 1 0 0
0O 1 1 1
1 0 O 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0
A B C VALORE DELLA FUNZIONE U,
0O 0 O 1
0O 0 1 1
0 1 0 1
0O 1 1 1
1 0 O 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1

Ogni volta de s definiscono diverse wmbinazoni di 0 e 1 in corrispondenza da variabile
dipendente viene dato un diverso significao logico all’espressone, viene definita una nuova
funzione!

Quarte sonole funzioni bodeane di N variabhili

Conviene dhiedersi: quante sono le righe di unatabelladi N variabili ?

Evidentemente queste sono 2". Infatti N variabili booleane @rrispondo a N bit, giacdé una variabile
booleana ha due stati.

Péar esempio nel caso N = 3 ogni riga sara una mmbinazone distintadi 0 e 1 su 3 bit e dunque ard
2°=8righe.

Per individuare il numero di funzioni booleane diverse di N variabili, basta riflettere sul fatto che, per
descrivere una funzione diversa devo scrivere in corrispondenza da variabile dipendente una
combinazone di valori divers. Quante wmbinazoni distinte di 0 e 1 pos® scrivere su M = 2"
posizioni (ossa bit)?
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Esattamente 2" osda date N variabili | ogiche & possbile aeae 2 eevato a 2" funzioni booleane
distinte.

Se fose N = 4 avremmo 2* = 16 righe della tabella di verita de orrispondono a 2'° = 65536
funzioni booleane differenti!

Nel caso N = 3, poiché ogni riga sara una cmbinazone distintadi 0 e 1 su 3 bit avrd 2° = 8 righe, e
quindi 2°= 256 dfferenti funzioni booleane.

Costruzione della funzione bodeana as<ciata ad unatabella d verita

Sia data una ceta funzione logica descritta tramite la tavola della verita e s voglia scrivere la
funzione booleana crrispondente. Supponiamo Sia aésgnata la seguente tabella di veritd, con 4
variabili i ndipendenti:

A B C D U
O 0 0 0 O
O 0 0 1 O
0O 0 1 0 O
0O 0 1 1 O
0O 1 0 0 O
0O 1 0 1 O
0 1.1 0 O
0 1.1 1 O
1 0 0 0 O
1 0 0 1 O
1 01 0 O
1 01 1 O
1 1 0 0 O
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 1

Vogliamo costruire U = f (A,B,C,D) ossa |’ espressone dgebrica ontenente le variabili A, B, CeD
e gli operatori booleani che legano le variabili .
Lafunzione U vae 1 in corrispondenzadelle ultime 3 righe della tabella. Allora possamo scrivere:

U = ad una 1° espressone dgebrica de corrisponde dla terzultima riga della tabellina +

una 2° espressone dgebrica de arrisponde alla penultimariga della tabellina +

una 3° espressone dgebrica de rrisponde dl’ ultima riga della tabelli na.
Poiché il risultato dell’ operazone di somma vale 1 quando € VERO uno qualsias dei 3 addendi, se
scrivessmo un’espressone e éVERA solo nel caso dellaterzultimariga, una e éVERA solo nel
caso della penultima riga el una che € VERA solo in relazone dl’ ultima riga, avremmo risolto il
nostro problema. Nel caso in questione:
A x B xC xD - Terzultima riga
A x B x C x D = Penultima riga

A x B x C x D - Nel caso dell’ ultimariga:
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edunqueU:AxBxCx_D + AXBXCxD + AxBxCxD

E fadle verificare dhe la funzione U cosi scritta vale 1 in tutte etre le condizioni elementari degli
ultimi 3 casl della tabellina evale O in tutti gli altri casi.

Se per esempio consideriamo la4° riga(A =0 B=0 C=1 D = 1) vediamo subito che tutti e tre gli
addendi valgono O (s ricordi che A x B x C x D = 0 anche se una sola delle 4 variabili € nulla):

AxBxCxD=0x0x0x1=0

AxBxCxD =0x0x1x0=0

AxBxCxD=0x0x1x1=0

Ne monsegue dhe lafunzione booleana € @punto:

U=ABCD + ABCD + ABCD

(il segno del “x” s pud omettere (come nel cdcolo algebrico ordinario)).

Riassumendo la funzione booleana data la relativa tabella di verita cn N variabili :

1) avratanti termini quanto sono lerighe mn valore 1

2) ogni termine érappresentato dal prodotto logico delle N variabili mettendo la variabile negate se
in quellarigatale variabile vale 0

3) i termini ottenuti vengono somimeti.

Costruzione della tabella d verita associata a unafunzione bodeana
Il procedimento € inverso a quello visto prima. Supponiamo sia data la funzione booleana:

U= ABC+ABC+ABC+ABC

Si vede subito che la funzione dipende da tre variabili (A, B e C) e dhe larelativa tabella di verita
avra4 righeil cui valore di uscita sara 1. Per individuare tali righe basta sostituire 1 ala variabile non
negata e zeo a quella negata. Ad esempio:

AB C_corrisponde aA=1 B=1C=0

ABC corrisponde alA=1,B=0,C=1

ABC corrisponde alA=0,B=0,C=1

I§C_corrisponde aA=0,B=0,C=0

> |

Quindi latabella &
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Riassumendo latabella di verita associata dla funzione booleana di N variabili :

1) avratanterighe di valore 1 quanti sono i termini della funzione booleana

2) ogni termine corrisponde univocamente a una riga della tabella secondo la trasformazone:
1 selavariabile enon regata, O se lavariabile enegata

Semplificazion delle funzioni bodeane

La funzione booleana ottenuta dalla tabella di verita potrebbe esere semplificata utilizzendo le

proprieta degli operatori booleani. Supponiamo che la funzione booleana sia:

U=ABCD + ABCD + ABCD

Si ossrvi chefrail 1° e 3° termine pos mettere in evidenza ABD (sfrutto la proprieta distributiva)
ottenendo:

ABD (C+C) =ABD x 1=ABD > infatti C+C=1 (0+1=1, 1 + 0 = 1) e la moltiplicazone per
uno e ininfluente edunque ottengo ABD.

Pos2 anche mettere in evidenzafrail 2° e 3° termine ottenendo:

ABC (D+D) = ABC x 1= ABC

Dovre utilizzae il 3° termine dellaU due volte. Cio € anmissbile per la proprieta dell’ assorbimento:
A=A+A

EnelnostrocasoABCD=ABCD+ABCD

Abbiamo dunque ottenuto:

U= ABCD + ABCD + ABCD + ABCD =ABD (C+C) + ABC (D+D) =

=ABD + ABC
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Funzioni bodeane e arcuiti logici

Le tabelle di verita ele funzioni booleane servono per costruire i circuiti logici che consentono a
cdcolatore di effettuare le operazoni richieste. Le funzioni booleane dovrebbero essere semplificate
per ridurre il numero di operatori da utilizzae, dato che ogni operatore crrisponde a un
dispositivo fisico. La riduzione @nsente un risparmio in termini di costo e di risorse utilizzae. Nel
caso precalente siamo partiti da una funzione:

U= ABCD + ABCD + ABCD
che necesstava di nove AND, due OR e due NOT e @&hiamo attenuto una versione pit semplice
U=ABD + ABC

che utilizza quattro AND e un OR con un evidente risparmi in termini di numero di dispositivi
utili zzai, pur con lo stes comportamento della precedente.

Frale dtivita dhei circuiti logici devono effettuare rientrano anche le operazioni matematiche.
Supponiamo di dover sommare due variabili binarie:

A =011
B=111

Possamo costruire le funzioni logiche de rappresentano la sommadi bit el relativo riporto.

Per la afra meno significativa della variabile A e della B devo effettuare la somma su duwe bit, mentre
per le dfre successve devo effettuare la somma fra tre bit (quello di A, quello di B e il riporto del
precelente bit).

Definamo A =a,; ... x asa€eB =byy ... by by by dovea eb (i =0, ..., n-1) posONO asumere
valori 0 0 1. Supponiamo di voler sommare i due bit meno significativi ag e b.

Abbiamo due ingress e due uscite. Dobbiamo quindi definire due funzioni boodleane: R, per |l
risultato e C, per il riporto (detto carriage in inglese).

Vediamo le 2 funzioni booleane:

I—‘OI—‘OgT

PP OO
OI—‘I—‘OéU
I—‘OOOQ

Le espressoni algebriche sono:

Ro= a0 bp+ ao by
Co=ap bo

Entrambe le funzioni non sono semplificabili .

Per effettuare la somma degli altri bit avremo tre differenti variabili booleane: a, by e Ci.; (bit
i-esmo di A e di B e riporto del precalente bit) coni = 1, ..., n-1. Avremo quindi 3 ingress e 2
uscite edunque latabella di verita asrra 8 righe:
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a b GCi|R|G
0O O 0 0|0
0O O 1 1|10
0 1 0 1|0
0 1 1 01
1 O 0 1|0
1 O 1 0|1
1 1 0 01
1 1 1 11

Le due funzioni sono:
R= a_ib:Ci—l + ai_bi Ci—1_+ ab 611 a b Ci

C= ETa b; Cii+a b Ei—l +ab Ci-l‘_F a b Ci
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